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Mathematik explorativ - Sammlung der Sätze 
 
 
Satz 1.1: 
 *  A ∩ B   ⊆   A   ⊆   A ∪ B 
 *  A \ B   ⊆   A 
 *  A ∆ B = (A ∪ B) \ (A ∩ B) 
 *  A ⊆  B ist gleichbedeutend mit A ∩ B = A, dies wieder mit A ∪ B = B 
 
Satz 1.2:  Für Mengen A, B, C gelten die Kommutativgesetze: 
  A ∩ B = B ∩ A;   A ∪ B = B ∪A;   A ∆ B = B ∆ A 
  und auch die Assoziativgesetze 
  (A∩B) ∩C = A∩ (B∩C);   A∪ (B∪C) = (A∪B) ∪C;   A ∆ (B∆C) = (A∆B) ∆ C 
  sowie die Distributivgesetze 
  A ∪ (B∩C) = (A∪B) ∩ (A∪C);   A ∩ (B∪C) = (A∩B) ∪ (A∩C);  
  A ∩ (B∆C) = (A∩B) ∆ (A∩C) 
  die Idempotenzgesetze 
  A ∪ A = A;   A ∩ A = A 
  und die Verschmelzungsgesetze 
  A ∩ (A∪B) =  A =  A ∪ (A∩B) 
 
Satz 1.3:  Seien A, B Teilmengen von U. Dann gilt 

a) A ∩ CU(A) = Ø; A ∪ CU(A) = U 
b) CU(A∩B) = CU(A) ∪ CU(B);                      (Gesetze von 

 CU(A∪B) = CU(A) ∩ CU(B)                De Morgan) 
c) CU(CU(A)) = A . 

 
Satz 1.4: Zu jedem a ∈ und b ∈  gibt es eindeutig bestimmte ganze Zahlen q, r, sodass  
 a = b · q + r mit 0 ≤  r < b.  

Man nennt q den Quotienten und r den Rest der Division von a durch b. 
 
Definition 1.11 / Satz: 
 
 an = a · a · ... · a,   (a tritt n mal als Faktor auf, n ∈ 0, mit a0 := 1) 

und es gilt an · am = an+m 

 Als Verallgemeinerung zu 
a
1 = a –1 vereinbart man als Schreibweise für na

1  kurz 

a–n . 

 Demnach gilt für a ≠  0 die Rechenregel m

n

a
a  = an  a– m = a n – m.  

 
Satz 1.5:  Die Zahl 2 ist keine rationale Zahl, 2  ist irrational. 
 
Satz 1.6: 
 Sei b ∈  mit b ¥ 2. Dann lässt sich jede natürliche Zahl a > 0 eindeutig 

darstellen in der Gestalt 

   a =  ba i
1-n

0i
i∑

=

  mit ai ∈ {0, 1, …, b-1} und an-1 ≠  0. 



 2

 
Satz 1.7: Die Dezimalbruchentwicklung des gekürzten Bruches (rationale Zahl)  

 
v
u , u, v ∈ , v > 1, besitzt genau dann eine endliche Dezimalbruchentwicklung, 

wenn im Nenner v nur die Primfaktoren 2 oder 5 vorkommen. 
 

Satz 1.8: Ein gekürzter Bruch 
v
u  hat genau dann eine nicht periodische b-adische 

Darstellung, wenn alle Primfaktoren von v auch Primfaktoren von b sind. 
 
Satz 1.9: Für die Variation mit Zurücklegen von k aus n Dingen gibt es nk Möglichkeiten. 
 
Satz 1.10: 
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Satz 1.11:  f: A → B und g: C → D seien Funktionen.  

f = g   ⇔   (A = C    und für alle a ∈ A: f(a) = g(a)) 
 
Satz 1.12:  Seien f: A → B, g: B → C und h: C → D drei Funktionen. Dann gilt 

h ° (g°f) = (h°g) ° f 
 
Satz 1.13:   Sei f: A → B bijektiv. Dann ist auch f–1: B → A eine Funktion und ebenfalls 

bijektiv;  es gelten folgende Regeln: 
f–1 ° f = idA ;    f ° f–1 = idB;     (f–1)–1 = f 

 
Satz 1.14:   Seien f: A → B und g: B → C bijektiv. Dann ist auch g°f: A → C bijektiv und es 

gilt (g°f)–1 = f–1 ° g–1 
 
Satz 1.15:   Sei f eine Funktion von A nach B. Falls es eine Funktion g: B → A gibt mit  

g°f = idA und f°g = idB, so ist f bijektiv und es gilt g = f–1. 
 
Satz 2.1:  Ist a = bq + r mit 0 ≤  r < b, dann ist ggT(a,b) = ggT(b,r). 
 
Satz 2.2:  kgV(a,b) · ggT(a,b) = a · b 
 
Satz 2.3:   Ist d = ggT(a,b), dann existieren Zahlen x,y ∈ , sodass ax + by = d. 
 
Satz 2.4:  Sind a,b,c ∈  mit c ⁄ ab und ggT(a,c) = 1, so folgt 

c / (abx + cby) und damit c ⁄ b. 
 
Satz 2.5: Ist p prim und p ⁄ ab, so folgt (p ⁄ a oder p ⁄ b) oder (p ⁄ a und p ⁄ b): d.h. ist ein 

Produkt ab teilbar durch eine Primzahl p, so ist mindestens einer der Faktoren 
a,b durch p teilbar. 

 
Satz 2.6: Jede natürliche Zahl n ∈ , n > 1, lässt sich in Primfaktoren zerlegen,  
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d.h. es gibt k ∈ , sodass n = p1 p2 p3 ... pk. 
 Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig. 
 
Satz 2.7: Zwei Zahlen a, b sind genau dann relativ prim (d.h.: ggT(a,b) = 1), wenn jede 

Primzahl p, die in der Zerlegung von a vorkommt, nicht in der Zerlegung von b 
vorkommt und umgekehrt. 

 
Satz 2.8:   Es gibt unendlich viele Primzahlen. 
 
Satz 2.9: Die lineare diophantische Gleichung ax + by = c mit a, b, c, x, y ∈ ist genau 

dann lösbar, wenn für d = ggT(a,b) gilt: d ⁄ c. 
 
Satz 2.10: a ≡ b mod m genau dann, wenn die positiv kleinsten Reste von a und b bei der 

Division durch den Modul m übereinstimmen. 
 
Satz 2.11: Sei p(x) = cn xn + cn-1 xn-1 + ... c1x + c0 mit ci ∈   

Ist a ≡ b mod m, so ist p(a) ≡ p(b) mod m. 
 
Satz 2.12: Ist r1, r2, ..., rm ein vollständiges Restsystem mod m und ist ggT(a, m) = 1 und b 

∈ , dann ist auch ar1 + b, ar2 + b, ..., arm + b ein vollständiges Restsystem  
mod m. 
 

Satz 2.13: Ist ka ≡ kb mod m und d = ggT(k,m), so gilt a ≡ b mod ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

d
m . 

 
Satz 2.14: Die Kongruenz ax ≡ b mod m mit x ∈  ist dann und nur dann lösbar, wenn  

d = ggT(a,m) ⁄ b. Ist die Kongruenz lösbar, so hat sie d verschiedene Lösungen. 
 
 Satz 2.15: Die Kongruenz ax ≡ b mod m mit ggT(a,m) = 1 ist für jedes b ∈ durch eine 

und nur  eine (d.h.:„genau eine“)  Restklasse x mod m lösbar. 
 
Satz 2.16: Sind die Moduln m1, m2, ..., mk paarweise relativ prim, dann ist das System  

x ≡ ci mod mi, i = 1, 2,..., k, stets lösbar und die Lösung ist modulo  
M = m1 m2 ... mk eindeutig. 

 
Satz 2.17:    Eine Zahl a ∈ ist genau dann quadratischer Rest mod 2k, k ¥ 3, wenn  
 a ≡ 1 mod 8. 
 
Satz 2.18: Es sei m = se

s
ee ppp ...21
21  die Primzahlzerlegung von m ¥ 2. Dann ist a ∈ genau 

dann ein quadratischer Rest mod m, wenn a ein QR( ie
ip ) für  

 i = 1,2,…,s ist. 
 
Satz 2.19:   Ist mit k ∈ , k ¥ 1 und p > 2, p prim, a ein QR (pk),  so ist a auch QR(p), und 

umgekehrt. 
 
Satz 2.20: Die Zahlen 12, 22, … ((p-1)/2)2 sind alle inkongruent mod p. Das heißt, mit  
 i2 ≡ a mod p, i = 1,2,…(p-1)/2 erhält man (p-1)/2 Quadratreste. 
 
Satz 2.21:  Für p > 2 gibt es genau (p-1)/2 Quadratreste QR(p) und  
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 (p-1)/2 Nichtreste NR(p). 
 
Satz 2.22 (Kriterium von Euler): 

Ist a ∈ prim zu p > 2, so ist a 
QR(p) genau dann, wenn a(p-1)/2 ≡ 1 mod p,  
NR(p) genau dann, wenn a(p-1)/2 ≡ -1 mod p. 

 
Satz 2.23: Für Quadratreste QR(p) und Nichtreste NR(p) gelten für p > 2: 

QR(p) · QR(p) = QR(p) 
QR(p) · NR(p) = NR(p) 
NR(p) · NR(p) = QR(p) 

 
Satz 2.24: 2 ist ein QR(p) für Primzahlen der Gestalt p = 8k +

−  1 und ein NR(p) für 
 Primzahlen der Gestalt p = 8k +

−  3. 
 
Satz 3.1: Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist Null genau dann wenn wenigstens einer 

der beiden Vektoren der Nullvektor ist oder wenn die beiden Vektoren senkrecht 
aufeinander stehen. 

 
Satz 3.2:   Der Vektor a = (a,b) ist ein Normalvektor zur Geraden g : ax + by – c = 0. 
 
Satz 3.3:  Zwei Geraden x = p + λ r und x = q + μ s sind genau dann parallel zueinander, 

wenn r1s2 – r2s1 = 0. 
 
Satz 3.4:    Zwei Vektoren r und s dann und nur dann linear abhängig, wenn sie parallel 

sind, also wenn gilt: r = λ s. 
 
Satz 3.5: Das Vektorprodukt a μ b ist dann und nur dann gleich dem Nullvektor o, wenn 

die beiden Vektoren a und b linear abhängig sind. 
 
Satz 3.6:     Der Vektor v μ w steht senkrecht auf v und  w. 

Seine Länge ist dem Betrag nach gleich der Fläche des durch v und  w gebildeten 
Parallelogramms. 

 
Satz 3.7: Das Volumen V eines durch die (Orts)-Vektoren a, b, c aufgespannten 

Parallelepipeds ist V = |(a μ b) · c| . 
 
Satz 4.1: Die Menge aller Permutationen einer Menge M bildet bezüglich der 

Multiplikation von Permutationen eine Gruppe. 
 Man nennt sie vollständige symmetrische Gruppe S(M) auf M. 
 
Satz 4.2: Die Anzahl der Permutationen einer Menge M mit m Elementen ist  

m! = m · (m-1) · … · 2 · 1  (genannt „m Fakultät“, auch „m Faktorielle“). 
 
Satz 4.3: (U, ⊗ ) mit U ≠ {} ist Untergruppe von (G, ⊗ ), falls für alle x, y ∈ U gilt:  

x ⊗  y ∈ U und x-1 ∈ U.  
 
Satz 4.4: Ist G eine endliche Gruppe, so ist die Ordnung ord (U) einer Untergruppe U ein 

Teiler der Ordnung ord (G) der Gruppe G. 
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Satz 4.5: Ist (G, ⊗ ) eine endliche Gruppe mit dem neutralen Element e und der Ordnung  
 g = ord(G) und ist x ∈ G beliebig, so gibt es eine positive ganze Zahl r, sodass  
 xr = e. 
 
Satz 4.6: Alle zyklischen Gruppen sind abelsch. 
 
Satz 4.7: Ist G eine Gruppe und a ∈ G ein Element mit endlicher Ordnung k, dann erzeugt 

a eine zyklische Untergruppe U der Ordnung k, deren Elemente e, a, a2, ..., ak-1 
sind. 

 
Satz 4.8: Für alle Elemente x einer Gruppe G mit der Ordnung g = ord(G) gilt xg = e, 

wobei e das neutrale Element von G ist. 
 
Satz 4.9:   Ist p prim und x ∈ mit p∤ x, dann gilt xp-1 ≡ 1 mod p. 
 
Satz 4.10: Ist G eine endliche Gruppe, deren Ordnung eine Primzahl ist, so hat G außer {e} 

und G selbst keine Untergruppen. 
 
Satz 4.11: Sei U eine Untergruppe von (G, ⊗ ). Dann gilt: 
  (1)  Ist a ∈ U ⇒ aU = U. 
  (2)  Je zwei Nebenklassen von G nach U sind disjunkt oder identisch. 
  (3)  Alle Nebenklassen von G nach U sind gleichmächtig. 
 
Satz von Lagrange 4.12: 

Für jede Untergruppe U einer endlichen Gruppe G gilt ord(G) = |G : U| · ord(U). 
 
Satz 4.13: n ist dann und nur dann ein Körper, wenn n eine Primzahl p ist, d.h.  
 ( p, +, ·)  ist ein Körper. 
 
Satz 4.14: Sind p, q zwei Polynome über einem Körper K und ist der Grad Gd(q) ¥ 0, dann 

gibt es eindeutig bestimmte Polynome s, r ∈ K[x] mit  
 p = q · s + r und Gd(r) < Gd(q). 
 
Satz 4.15: Ein Element α ∈ K ist dann und nur dann eine Nullstelle eines Polynoms p über 

dem Körper K, wenn (x – α) ein Teiler von p ist. 
 
Satz 4.16: Ein Polynom vom Grad n über einem Körper K hat höchstens n Nullstellen, auch 

wenn man diese jeweils mit ihrer Vielfachheit zählt. Im Fall K =  gilt sogar die 
Gleichheit, mehr dazu in Kürze. 

 
Satz 4.17:   Jedes Polynom p(x) vom Grad n ¥ 1 hat über dem Körper  genau n Nullstellen. 

(Fundamentalsatz der Algebra). 
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Satz 4.18: (a) Für jede Primzahl p und jedes n ∈  gibt es (mindestens) ein normiertes 
irreduzibles normiertes Polynom. Das daraus resultierende Galoisfeld GF(pn) ist 
ein Körper mit pn Elementen. 
 
(b) Umgekehrt hat jeder endliche Körper K eine Primzahlpotenzordnung der 
Form pn , wobei p eine Primzahl und n ∈  ist. K ist dann zu GF(pn) isomorph. 
 
(c) Wegen (b) gilt, dass je zwei endliche Körper mit gleich vielen Elementen 
isomorph (also identifizierbar) sind. Daher ist es auch egal, welches irreduzible 
Polynome gewählt wird. 
 
(d) Die multiplikative Gruppe der Elemente ohne Null eines endlichen Körpers 
ist zyklisch (es sei wieder an Kapitel 4 erinnert), das bedeutet, dass es ein 
erzeugendes Element a gibt, sodass es für jedes k ∈ K* = K\{0} ein m ∈  gibt 
mit k = am . 

 
Satz 5.1:  In KV gilt 

a) ∀ λ ∈ K:  λo = o 
b) ∀ v ∈ V:  0v = o 
c) ∀ v ∈ V ∀ λ ∈ K:   (–λ)v = –(λv) = λ(–v) 
d) Speziell gilt  (–1)v = –v. 
e) ∀ v,w ∈ V ∃ !  x ∈ V:    v+x = w    (nämlich x = w+(–v) = w–v). 
f) ∀ v ∈ V ∀ λ ∈ K:   λv = o ⇔ (λ = 0 ∨ v = o) 
g) ∀ v,w ∈ V ∀ λ ∈ Κ:    λ(v–w) = λv – λw 

 Um Elemente ∈ V von den Skalaren zu unterscheiden, schreibt man statt v,w,… 
oft v,w,… oder     

r 
v ,    

r 
w ,… oder gotische Buchstaben. 

 
Satz 5.2 (Unterraumkriterium):   Sei U eine nichtleere Teilmenge des Vektorraums KV. 
  U ≤ K V ⇔ ∀ u,u' ∈ U ∀ λ ∈ K:   u + u' ∈ U ∧ λu ∈ U 
   ⇔ ∀ u,u' ∈ U ∀ λ,λ' ∈ K:   λu + λ'u' ∈ U 
 
Satz 5.3 und Definition: Die Menge V/~ = {[v] | v ∈ V} wird mit ⊕ und ⊗ dadurch zu einem 

Vektorraum über K, genannt Faktorraum von V nach ~. 
 
Satz 5.4 und Definition:  
a) Sei ~ eine verträgliche Äquivalenzrelation in KV. Dann ist  
 {v ∈ V | v ~ o} = [o] ein Unterraum von V. 
b) Sei U ein Unterraum von  V und sei ~U  definiert durch v ~U w ⇔ v – w ∈ U.  
  Die Äquivalenzklasse von v ∈ V bzgl. ~U ist dann durch  
  v + U := {v + u | u ∈ U}gegeben und heißt eine lineare Mannigfaltigkeit.  
 
Satz 5.5: Die Lösungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems ist ein 

Unterraum des Kn. Die Lösungsmenge eines beliebigen linearen Gleichungs-
systems ist eine lineare Mannigfaltigkeit, ihr „zugehöriger“ Unterraum ist der 
Lösungsraum des „homogenisierten“ Gleichungssystems. 
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Satz 5.6: 
 a) Für jedes S ⊆ V ist L(S) ein Unterraum von KV. 
 b) L(S) ist der (bzgl. ⊆) kleinste Unterraum von V, der S umfasst. 
 c) L(S) ist der Durchschnitt aller Unterräume von V, die S umfassen. 
 
Satz 5.7:  Für S ⊆ V gilt: S = L(S) ⇔ S ≤ KV 
 
Satz 5.8:  Sei S ⊆ V. Dann sind folgende Bedingungen gleichwertig: 
 a)  ∃ s ∈ S: L(S) = L(S\{s}) 
 b)  ∃ s ∈ S: s ∈ L(S\{s}) 

c)  ∃ n ∈  ∃ s1,…,sn ∈ S ∃ λ1,…,λn ∈ K: 
   (λ1s1 +…+ λnsn = o   ∧   ∃ i ∈ {1,…,n}:  λi ≠  0) 
 
Satz 5.9:  Seien S,T ⊆ V mit S ⊆ T. 
 a)  S ist linear abhängig ⇒ T ist linear abhängig. 
 b)  T ist linear unabhängig ⇒ S ist linear unabhängig. 
 
Satz (Austauschsatz von Steinitz) 5.10: 

Ist B = ( b1,…,bn ) eine Basis von KV und sind c1,…,cs (mit s ≤  n) linear 
unabhängig, so gibt es i1,…,in–s ∈ {1,…,n}, sodass {c1,…,cs,  b i1 ,…,  b in −s

} 
wieder eine Basis ist. 
(Mit anderen Worten: Wir können s Elemente der Basis durch s andere ersetzen, 
sodass wir eine neue Basis erhalten.) 

 
Satz 5.11 und Definition: Je zwei Basen eines endlichdimensionalen Vektorraums V haben 

gleich viele Elemente. Diese heißt die Dimension dimV von V. 
 
Satz 5.12:  B = (b1,…,bn) sei eine Basis von KV. Dann lässt sich jedes v ∈ V eindeutig als 
 v = 

  i ∈I
∑ λibi  schreiben, d.h.: 

    ∀ v ∈ V  ∀ i ∈ I  ∃ !  λi ∈ K:     v = 
 i ∈I
∑ λibi . 

 
Satz 6.1: 

(a)    K n
m ist ein Vektorraum über K 

(b)  Eine Basis von K(  K m
n ) ist (E11,E12,…,E1n, E21,…,E2n,…,Em1,…,Emn), wobei  

 Ers := (eij) durch 

 eij = 
  

1 (i, j) = (r ,s )
0 sonst

⎧ 
⎨ 
⎩ 

  gegeben ist. 

(c)  dimK(  K m
n ) = m⋅n. Neutrales Element in (  K m

n ,+) ist die Nullmatrix; zu A = (aij) 
ist in (  K m

n ,+) die Matrix –A = (–aij) invers. 
 Also haben   K m

n ,   K n
m , Kmn, Kmn  alle dieselbe Dimension. 

 
Satz 6.2:   Für A,B ∈   K m

n  und λ ∈ K gilt : (A+B)t  =  At+Bt,    (λA)t = λAt 
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Satz 6.3:  Sei K ein Körper und seien m, n, p, q ∈ . 
a) ∀ A ∈   K m

n  ∀ B,C ∈   K n
p :    A·(B+C) = A·B + A·C (1. Distributivgesetz) 

b) ∀ A,B ∈  K m
n  ∀ C ∈   K n

p :    (A+B)·C = A·C + B·C  (2. Distributivgesetz) 
c) ∀ A ∈   K m

n  ∀ B ∈   K n
p  ∀ C ∈  K p

q :    (A·B)·C = A·(B·C) (Assoziativgesetz) 
d) ∀ A ∈   K m

n  ∀ B ∈   K n
p  ∀ λ ∈ K:    (λA)·B = λ(A·B) = A·(λB) 

e) ∀ A ∈   K m
n  ∀ B ∈   K n

p :    (A·B)t = Bt·At 
f) ∀ A ∈   K m

n :    A·En = Em·A = A (dabei seien En bzw. Em die n×n- bzw. m×m-
Einheitsmatrix). 

 
Satz 6.4:  Sei A x = b ein lineares Gleichungssystem mit regulärer Koeffizientenmatrix A. 

Dann hat dieses Systems genau eine Lösung, nämlich x = A–1 b 
 
Satz 6.5:  Ist A ∈   K n

n  invertierbar, so ist auch At invertierbar und es gilt (At)–1 = (A–1)t. 
 
Satz 6.6:  Seien A ∈   K n

n  regulär und a1,…,ar ∈ Kn. Dann gilt: 
 a1,…,ar sind linear unabhängig  ⇔  A·a1,…,A·ar  sind linear unabhängig. 
 
Satz 6.7:   Sei A.x = b ein lineares Gleichungssystem mit A ∈  K m

n . 
a) Der Nullraum von A ist ein Unterraum von Kn. 
b) Die Lösungsmenge  { x∈Kn| A.x = b }  des  Gleichungssystems A.x = b 
ist entweder leer oder eine lineare Mannigfaltigkeit; zugehöriger Unterraum ist 
der Nullraum von A. 

 
Satz 7.1:     Für alle A  gilt: det(A) = det(At). 
 
Satz 7.2:  Multipliziert man alle Elemente einer Zeile der Determinante mit c ≠  0, so 

multipliziert sich det(A) mit c:  det(c .A) = c . det(A). 
 
Satz 7.3:   Sind in A zwei Zeilen  gleich oder ist eine Zeile  = o, so ist det(A) = 0. 
 
Satz 7.4:  Addiert man zu einer Zeile ein Vielfaches einer anderen Zeile, so bleibt det(A) 

unverändert 
 
Satz 7.5:   Vertauscht man zwei Zeilen (Spalten) von A, so ändert det(A) sein Vorzeichen. 
 
Satz 7.6: 

   Ist A = 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nn
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L
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0 222

11211

. Dann ist  det(A) = a11a22 … ann. 

 
Satz 7.7:   Für A,B ∈   K n

n  gilt: det(A·B) = det(A)det(B). 
 

Satz 7.8:   Ist A regulär, so gilt det(A–1) = 
 

1
det (A)

. 
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Satz 7.9 (Laplace'scher Entwicklungssatz): 
a) „Entwicklung von det(A) nach der i-ten Spalte“. Für jedes fixe i∈{1,…,n} gilt: 

  det(A) = 
  

(−1)j+ i

j=1

n
∑  aji det(Aj,i) 

b) „Entwicklung von det(A) nach der k-ten Zeile“. Für jedes fixe k∈{1,…,n} gilt 

  det(A) = 
  

(−1)k + j

j=1

n
∑  akj det(Ak,j) 

 
Satz 7.10 (Cramer´sche Regel) (Gabriel Cramer, 1704-1752): 

 Im Gleichungssystem A·x = b sei A regulär, x = 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

nx

x
M
1

 und für i ∈ {1,…,n} sei 

Ai diejenige Matrix, die sich aus A ergibt, indem man die i-te Spalte durch b 
ersetzt [vgl. folgendes Beispiel]. Dann gilt 

 

   
x i =

det (Ai )
det (A)

 

 
Satz 7.11:  Für A ∈ K  n

n  sind folgende Bedingungen paarweise äquivalent: 
a) λ ist ein Eigenwert von A. 
b) λ E–A ist singulär. 
c) det(A–λE) = 0 (Bemerkung: det(A–λE) ist ein Polynom, genannt das 
charakteristische Polynom von A) 
 

Satz 7.12:  A und ihre transponierte AT besitzen dieselben Eigenwerte. 
 
Satz 7.13:  Seien A und B  n  × n Matrizen. Dann besitzen die Matrizen AB und BA 

dieselben Eigenwerte. 
 
Satz 7.14:  Ist λ ein Eigenwert der regulären Matrix A, dann ist ein λ –1 Eigenwert von  

ihrer Inversen A-1. 
 
Satz 7.15:  Ist λ ein Eigenwert der Matrix A, dann ist λk  Eigenwert von Ak. 
 
Satz 7.16:  Die Determinante einer n × n Matrix A ist gleich dem Produkt der Eigenwerte λi 

von A: 
 ∑ =

= n

i iA
1

)det( λ  
 
Satz 7.17:  Die Summe der Eigenwerte λi einer Matrix A ist gleich der Summe der 

Diagonalelemente (der „Spur“) von A: 
 ∑∑ ==

= n

i ii
n

i i a
11

λ  
 
Satz 8.1: E(X) 2d(x)

V(X)x
∑
∈

=  

 
Satz 8.2:    Jede Kantenfolge von x1 nach xn enthält einen Weg von x1 nach xn. 
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Satz 8.3: Sind x ≠  y zwei Knoten des Graphen X und K(x) ∩ K(y) ≠   ∅,  

so ist K(x) = K(y). 
 
Satz 8.4: Zwei Blöcke eines Graphen X haben höchstens einen gemeinsamen Knoten und 

dieser ist Artikulation von X. 
 
Satz 8.5: Ein Knoten x ist Artikulation von X genau dann, wenn x in mindestens zwei 

Blöcken liegt. 
 
Satz 8.6: Jede Kante und jeder Kreis von X liegen in genau einem Block von X. 
 
Satz 8.7: Sei X ein zusammenhängender Graph und e ∈ E(X). Dann sind die folgenden 

Aussagen äquivalent: 
(i) e ist eine Brücke von X 
(ii) e liegt auf keinem Kreis von X 
(iii) Es gibt Knoten x und y von X, so dass e auf jedem Weg von x nach y liegt. 

 
Satz 8.8: Ist X ein Graph mit n = | V(X) | und m = | E(X) |, dann sind folgende Aussagen 

äquivalent: 
(i) X ist ein Baum. 
(ii) Je zwei Knoten in X sind durch genau einen Weg in X verbunden. 
(iii) X ist zusammenhängend und jede Kante von X ist eine Brücke. 
(iv) X ist zusammenhängend und m = n–1. 
(v) X besitzt keinen Kreis und m = n–1. 
(vi) X besitzt keinen Kreis. Verbindet man aber zwei Knoten von V(X), die nicht in 

X verbunden sind, durch eine Kante, so erhält man einen Graphen mit genau 
einem Kreis. 

 
Satz 8.9: Ein g.Graph X ist stark zusammenhängend, genau dann, wenn X zu-

sammenhängend ist und jede Kante e ∈ E(X) auf einem g.Kreis in X liegt. 
 
Satz 8.10:  Ein Teilgraph T eines zusammenhängenden Graphen X ist genau dann ein 

spannender Baum von X, wenn folgende zwei Bedingungen erfüllt sind: 
 

(i) T enthält keinen Kreis, 
(ii) fügt man zu T eine Kante e ∈ {E(X) – E(T)} hinzu, so enthält T genau einen 

Kreis. 
 
Satz 8.11: Ist X = (V(X), E(X)) ein vollständiger Graph und sind die den Kanten e ∈ E(X) 

zugeordneten Zahlen g(e) paarweise verschieden, dann hat das Problem des 
Minimalgerüstes eine eindeutige Lösung. 

 
Satz 8.12: Ein binärer Baum B mit n Knoten hat 
 - mindestens die Höhe h = log2(n+1) –1, 
 - höchstens b = 2h Blätter 
 bzw. 
 ein binärer Baum B der Höhe h hat höchstens n = 2h+1 – 1 Knoten. 
 
Satz 8.13: Es gilt qn-2 ≤  F(n) ≤  qn-1 für n ¥ 1 
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Satz 8.14: Der Fibonaccibaum Fh+1 der Höhe h hat F(h+3) – 1 Knoten. 
 
Satz 8.15: Ist T ein ausgeglichener Baum mit n Knoten, dann gilt  
 log2(n+1) –1 ≤   h(T) ≤  1,4404 · log2(n+2) – 1,328 
 
Satz 8.16: Die Anzahl der Knoten in einem B(k,h) Baum ist mindestens  

 1 + 2 
k

1)1k( h −+  

 
Satz 8.17: Die Anzahl der Knoten in einem B(k,h) Baum ist höchstens 

 
k2

1)1k2( 1h −+ +

 

 
Satz 8.18:  Sind X = (V(X), E(X)) und sein komplementärer Graph X  = (V(X), E(X) ) 

gegeben, dann spannt Q(S) ⊆ V(X) in X genau dann eine Clique auf (induziert 
sie), wenn V(X) ( Q(S) in X  eine Knotenüberdeckung ist. 

 
Satz 8.19:  Ein zusammenhängender Graph X ist genau dann ein Euler-Graph, wenn jeder 

seiner Knoten geraden Grad hat. 
 
Satz 8.20:  Ist X (V(X), E(X)) zusammenhängend und eben, dann gilt  

*E(X)* - *V(X)* + 2 = g = Anzahl der Gebiete. 
 
Satz 8.21:  Ist X = (V(X), E(X)) mit *V(X)* ¥ 3 planar, dann ist *E(X)* ≤  3 *V(X)* - 6. 
 
Satz 8.22: ∑

∈

=
aV(N)x

0Φ(x)  und ϕ(q) = –  ϕ(s). 

 
Satz 8.23 (Max- Flow-Min-Cut Theorem): 
 Der maximale Wert eines Flusses ϕ von der Quelle q zur Senke s ist gleich der 

minimalen Kapazität eines Schnittes. 
 
Satz 8.24: Ein Matching M im Graphen X = (V(X),E(X)) ist genau dann maximal, wenn es 

bezüglich M keinen erweiternden Weg W gibt. 
 
Satz 8.25: Ein Graph X ist genau dann paar, wenn er keine oder nur Kreise mit gerader 

Länge enthält. 
 

Satz 10.1:  Ist d = dmin(C), so kann C bis zu d–1 Fehler erkennen und bis zu   ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

2
1d    Fehler 

richtig decodieren. 
 
Satz 10.2: Sei C ein (n,k)-Code mit Kontrollmatrix A. 
 a)  dmin(C) = das kleinste Gewicht eines Codeworts ≠  0. 
 b)  dmin(C) = rg(A) + 1. 
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Satz 10.3: 
a)  rg(A) = 2, also dmin(A) = 3. 
b)  Ein Hamming-Code kann also alle Einfachfehler korrigieren und alle 

Doppelfehler erkennen. 
c)  Ist bei der Übertragung von x in y genau ein Fehler passiert, dann war er an der 

i-ten Stelle, wobei i die Binärzahl von A·yt ist. (vgl. folgendes Beispiel) 
 
Satz 10.4 (ohne Beweis):  

Der so entstehende RS(n,k)-Code hat eine Minimaldistanz von q–k, kann also 

bis zu ⎥⎦
⎥

⎢⎣
⎢ −

2
kq  Fehler richtig decodieren. 

 
Satz 11.1: Die lineare Kongruenzmethode (x0, a, c, m) hat die maximale Periodenlänge m 

dann und nur dann, wenn 
 (i) ggT(c,m) = 1 
 (ii) a-1 ein Vielfaches von p für jeden primen Teiler von m ist 
 (iii) a-1 ein Vielfaches von 4 ist, falls m ein Vielfaches von 4 ist. 
 
Satz 11.2: In einer Folge xi+1 = a xi mod m wird eine maximale Periode μ erreicht, wenn 

(i) ggT(x0,m) = 1 und 
(ii) a primitives Element modulo m ist. 
Für m = 2j gilt dann: μ(2) = 1, μ(4) = 2 und μ(2j)  = 2j-2 für j ¥ 3. 

 
Satz 11.3: Ist m = 2j mit j ¥ 4, so ist a ein primitives Element modulo m dann und nur dann, 

wenn entweder a mod 8 = 3 oder a mod 8 = 5 ist. 
 
Satz 11.4:  Eine Matrix A ∈ n×n  ist genau dann diagonalisierbar, wenn sich mit n 

Eigenvektoren von A eine Basis von n bilden lässt. Im dreidimensionalen Fall 
bedeutet dies etwa, dass es drei linear unabhängige Eigenvektoren von A gibt. 
Diese n Eigenvektoren bilden dann die Spalten von C und damit erhält man 
A = C⋅D⋅C-1. 

 
Satz 11.5:  Besitzt eine Matrix A ∈ n×n  n verschiedene Eigenwerte, so ist sie diagonali-

sierbar.  
 
Satz 11.6: Es ist  R(E–dA) = D lösbar, wenn 0 < d < 1 gilt. 
 
 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


